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Abstrak: Pada tulisan ini pertama sekali akan diuraikan definisi dasar tentang group

bebas, presentasi dari suatu group, subgroup fiizzy dan transformasi Tietze beserta

contoh-contohnya. Selanjutnya akan diuraikan cara menentukan presentasi lain dari

suatu group dengan membangun subgroup fuzzy dari group itu. Disamping itu dengan

menggunakan transformasi Tietze dapat ditunjukkan bahwa presentasi itu adalah

ekuivalen, dalarn arti bahwa yang satu dapat diperoleh dari yang lain dengan melalukan
transformasi Tietze sebanyak hingga.

Kata kunci: group bebas, presentasi dari group, generator, relasi, transformasi tietze.

A. Pengantar

Group Bebas

Misalkan I adalah himpunan indeks, X = {xili e l} adatatr himpunan simbol (alphabet),

X-1 = {x,'li e l} adalah himpunan berasingan dengan X dan S : X,.., X-1. Kita

definisikan S. sebagai himpunan dari semua barisan hingga dari symbol-sirnbol di S,

termasuk barisan kosong. Anggota dari S. disebut dengan katu atas S.

Definisikan relasi < pada S- sebagai berikut.
yx,A eS',x<y jlka dan hanya jika x dapat diperoleh dari y dengan

rrelakukan sebanyak hingga "insersi" danJatat penghapusan subkata berbentuk x,x,-l

..tu x,-'x,, dengan i eI .Dapat kita tunjukkan bahwa < adalah reiasi ekuivalensi pada

a.,. r un* tidak memuat subkata berbentuk x,x,-1 atau x,-1x, diseb rt kuta terecluksi.

\lisalkan [a] menotasikan klas ekuivalensi yang memuat a e S.. Misalkan

,', = irJ a e S.l. Definisikan operasi biner pada W sebagai berikut:

:lal,l/le W ,l"ll0l=la0l. Dapat kita tunjukkan bahwa W dengan operasi

iru rcembenruk group. Group itu disebut group bebas atas X dan dinotasikan dengan

ir-it.

Pr,.rposisi 1. Setiap group adalah isomorfik dengan suatu group bebas.



Bukti. Dl:;:,.:- s-:;:anq group G. Misalkan x a:arah generator dari G. Misarkan,!: :, 
. 
-, - -. :.:luasan dari ,.inklusi,, 

ry ,f--., : ::r.:ka Im(p)= G, karena

X _ ,_- .- 

t: i = ikr(p), maka berdasar reoi-r-: _,. ::rorl]sma kita peroleh
u - i--. _ = _ -1. a

B. Pre:enrasi tlari Group

Teurema' r' r''fisarkan B = {g, li e tlrnembangun group G ;-- :-.i:-:.:: -i= {x,li e Il=:.-- :_-:::unan alphabet,, maka ftingsi m : X -_+ B ._::._ ,.. =_-_,.7.r, eX::.:-:.:--_i suatll epimoryhisma nt1x1: F(X)_+ G de,ga,r ,,. 
-.,,- _ 

= . :r- r:: = 
_r.

i --'-'- --:hat John Mordeson, Kiran R.Bhutani, A Roslnferd : ir_rr_rs;

Delrnisi 1' Anggota-anggota X lpada teorema 1) disebut ,'getlcrE!r,rro,nJsr,fi.rli-si.rn..
r= G. Dengan teorema isomorfisrna group i.itu-aupu,ru" __ -r=-_j-,,::j-i_ti.'i'|/Ker(rn). Dengan demikian anggota-anggota group Gdap:: :.::--.--.-J ..,a-.
isomorphism") dengan mengidentifikasi anggota-anggota x d- ...=.. _,-:--- ;.iai,rr) dapat diide,tifikasi J.ngun -.rgu*bii"subset'S dari Air, -, _. -.= . ._:. .:_
closure"nl'a adalah Ker(tn). Misarkan R adalah himpunan semlla ka:: :e:.:_.:.- :- S.:raka R disebut ,,relasi pendefinisiun,, d,ari group G. Group(X,.,R d:s::*: i-_:.:"presentosi dori G,,.

rJ:'- up G =< X lR > disebut tripresentosikan secartt rtinggo jlkt --,- :-- r _ i --,-.^
.-::punan finit.

Seringkali R pada . xlR , ditulis sebagai kes"::--..: -i = :. arrinl.a
IT=e,re R) . Rerasi pencrefinisian kadang kara berber:,--.; u=fr dengant. i] 

= 
F(X) untuk menyatakan relator c(B-, .

Contoh l: G = (n,t llln' ,bz ,n 1b-tab) 
adarah presenrasi dari eroup berorder 6.

y = {a,b} adalah generator and R = {a, ,b2 ,a-rb-rnbi adalah rerasi.
\lasing-masing relator mempunyai arti a3 = e,b) = e, n-rb-r,b= e. Rerator
terakhir ekuivalen dengan ab =ba.
Dengan menggunakan relasi itu, kita peroreh G sebagai berikut.
G = {e,a,ar,b,ab,a2b}
G isomorfik dengan 26 Seringkali kita katakan bahn a

it,hla,' ,bz , a-lfi-1116) adalah presentasi dari Zu.

f,-,rr,-,h l: .r- = s.t. tt's:,s-t !2,frttttl
:-.-:--- -::;s:::a_.i J:ri eroup berorder 12.
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dalam himpunan generatot dan masukkun yrX iru"y"=* t,dalam himpunan relasi.
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Colltoh 8:Pcrhatikan group

T =(x,lf,Z:x = yzy-' ,A = zxz-l ,z= xyx

Dengan menggllnakan dua relator yang pertama untuk mengeliminasi
y = y(xyx-' )y-', y = (xyx-' )x(xy-1 x-1 1

<> xyx - y:iy, yxy = ryx

二
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,わ :α

2
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Kita perhatikan bahwa dua relator yang pefiama ad,alah ekuivalen dan kita peroleh
group

B = (.t, ',1 '.':: ,:,: = yxy) .

Dapat kita tunjukkan bahwa (t.t.r,:,,t._'-',-t.i-,,,,) dan (b,c:bt,b-,r.) keduanya

adalah presentasi dari Zrr.

(r, r, x', !'jv)t ), (r, *, y, z : w-t xy, zt, lt, *-t rt, r-' y-t rt yl,
I 'r, , , ' tt-l zt -r ,: --tr-t-:r\ qphlrr.n.a o,-lnl.l" nroca^ta-i\),-., .t - , / * uuuiun presenrasr dari group dihedrai berorder
8.

D. Subgroup fu7-z\'

Definisi 2. (\'unjie Zhang . ],1,.:-..-,* -- _:.. - =_ _:
disebut "subsetfu;1'" daii G.
Subsetfuzzy 1t dan Gdise'ru:>*:;:_-: -_-" _-. _-.

(l) p(x,y)> min{4(r),,u(,,r)}, . .i, = -.
(2) p(x-')> p(r),Vr e G .

Jika 1t subgroup fuzzy dari G dan c eJ.il:h e-e:-c:. ._;r._._;_-:. i.. ::..=
tt(e) = p(**' ) > min{p(x),p(x-' )}, Vr e G

p(e) = p(xx-') > min{p(r), p(*)\,Vr e G
p(e)> p(x),Yx eG.

contoh 9: Perhatikan group (Z+,*^oa+ ) . p,zo+[0,1] sebagai berikut:
p(0) = 1, p(1) = p(3) = 0.4, p(2) = 0.6.

pr merupakan srrbgrup fuzzy dari Zt.

contoh 10: Diketahui G:(R\{0}, x ) merupakan group. Definisikan pemetaan

p: R\{0} -+[0,1] sebagai berikut :

(+ 
^. -1lL11 r,L - t

tt(x)= 
\t",,r *l,o 

< f, < fo . 1.

p adalah subgroup fuzzy dari G.

Definisi 3: [John Mordeson, Kiran R.Bhutani, A Rosenfeld ]

Misalkan trtadalah subgroup -furry dari G dan misalkan Ig[0,1). Koleksr

{8, li e J} darihimpunan tak kosong "subset-subset" dari Go disebut membo-ngtnt L! , 
-..-

memenuhi kcrndisi berikut:

S■ ir■■g ingsi′ιィ:G→ [o(1]
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眸
“
P)CJdan%。 ∈ら。,dellgan θ a,dah elemen identitas dari G.

動 Un珈戯  setiap  `降η   singicゎ″"  為∈GP dan
f∈ノ′χr∈鳥mcnyebabkan fttμ O)=′ .

13)Untuk scmua χ∈G, ada seballyak hingga 
χ
l′
χ
2′…ツχたc力0′

(∪ i≧μ。4)scdemikiall hingga χ=Π擬たィ
°
,dengtt ε

(ノ)∈ {1′ -1).

TeOrema 2。 Misalkall{Bjlた /}adalall pemballgHt subgroup izη  υ dtti G.
卜fisalkan kondisi bcrikut dipcnuhi:

(1){χ lたノ}adalall kOlcksi saling iepas da.― i himpunm_himpunall simb01
sedemikiall hingga untuk semuaた

ノ,adaもjcksi 4:χ →島.
(2)X=∪ブcバ , dall JJ7:X→ G adalah fllngsi yallg dideflnisikan Oleh

痢
(χ)=ルο

`(″
J(χ)),dcngan χ∈x,

mよa ada epimOrisma yang tungg」
ヵ:F(X)→ G scdemikiall hingga memenuhi

pemyataan berikut,

0)乃 ([χ])=″ (χ)llntuk semua χ c x

“
)み (/(Xメ Tル))=υ ,dimana T={υ

(″ (χ))レ∈x}dan
3ukti ILihat:MurdesOnl          ギ |

dari G l範 misdktt N ad■泌 subgr。

“
dari G/N dengan 

為(χN)=
dari c/N.称 kita scbtt pembagian 

μ

sOtiap

t=o(e).

Presentasi dari Subgrou p Fuzzy
Misalka-n p adatah fuzzy subgroup

normal dari G. Fuzzy subset FN

mqks{1t(y)ly 
" 

*N} adatah fuuy subgroup

oleh N.

MIsdkan υ addah竹陽bgrO″ ル η "dari G dm misdkall観
Fcttaddahpelnbmgkit υ.Ada kdeksi κFCtt dari nmpllnan simbd_dmbd dan ada kdは

si

daii ttg豆‐軸 g豆 {%:4→ 島Fcノ′b″雄 J(1)励″(2)たο″″夕2″″4夕″ゴ}.
称 dan υ iSomOrflk[buk」 lihat:JOllil MOrdesOn,Kiran R.Bhutmi,A Rosen■

ld]
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Oleh karena itu, mengidentifikasi subgroup fur4 l, := ,l *,: :-. i_.,,_morphism) dap:t
diidentifikasi {X,ii e J} d,an N =Ker(lt). N dapat cii;e:-:-i,=.- :'::.r.r menggunakan
subset S dari N sehingga "normal closure,,nya adalah \. r,r,.=..:-- -:.,:.-ah himpunan
\ang anggotanya adalah merupakan anggota N yang re:;:_.-_.-. ,_r_.:-. D dapat
dispesifikasi dengan (x,li e/,R) . pasangan (x , = 

, -= .:_ :-:;: *: densan

"presentasi" dari u.

Karena F(X)/N (domain pr) isomorfik dengan G(domain

subgroup fuzzy z menghasilkan presentasi dari G.
Dengan denlikian, sctiap membuat izzy subgOtlp dari grOup G ke三

二i三
prcscntasinya rnaka kita akan lnenghasilkan prcscntasi dari grOup G.

Con10h ll:

市fisalkan,ubgrOup hzzy 
ρ dari z12 SCbagai berikut:

1ノ滋χ三Oα″′″=6

:ノ
Jttχ =3α勧″χ=9

:夕
4:″たχノ′″gルZJ4

黎ta akan mencntulctt p“ sentasi dari ρ.

H′
:′争・

Kita bentuk kOlcksi pembangun

memenuhitcOrema 2.

BI={01′ 61}′ Xl〒
{z′ s}

物=鶴♭L=‖
― 観=口%L観 =レ〕

Untuksetiap iel,m,:X, -+B, dengan

mr(z)=01,mr(s)=6,

mr(z)=A1,mr(s)=6,

p yartu {|lie,l} dan koleksi {X,li. Ilyane

Prosiding Scminar Nasional卜 latcmatika Dan Pcndidikall Matcmatikち
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]Ψ

ir=ill,11771,7%(夕)=1%

|:抽 i上+111-F卜 :.こ dalah group bcbas pada X=uicノ Xj.

1 噌Li 5[i∈ J}mёrupakan pcmbangull ρ.Berdasarkan teorema 2,maka ada

lll■ 1二 IiSma yang tunggal sedcmikiall hingga F(X)/ker(ヵ
)鐸 Z12・ Kemcl dariカ

ニピニ士五kan relator dari nzzy prcsentasi.Bcrdasttk〔 m(3)tcOrema 2 menghasilkan

7Z(Z)=0′ 72(s)=6′ 7z(′)=3 Jr74 7r(夕)=1.

へkibatnya kita perOleh rclasi,

z=θ′s2=`′ s=`2′
`=zr3.

Jadi subgro■ lp izzy ρ hemptlllyai prcselltasi 
｀

←キ物〃ル=ゲ =6s絢 =→ .

Contoh 12:

Kita bangrur subgroup f,tzzy pdafi Z' yang berbeda dengan pada contoh ll, yaifu

sebagai berikut:

f 1., jikax e {0,4,8}
YxeZr* p(x)=l t

l r,untukxyanglain

Kita akan menentukan presentasi dari p .

J={i′
::}

BI={01′ 41〕 りzXl={α′b〕

′Xシ

` = {ε

}
B%={1%〕

角 :4→ 島 dengan

4(2)=01,“1(b)■ 41

″
%(C)=1%

〔為}addtt pettantt ρ.
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BeFdaSarkall teOrema 2,maka ada hOmOmOrflsma yang加
町聖江

F(X)/ker(ヵ
)～ろ 2・ Kernel d面 ヵ 平embC五kall rclator転

Berdasttkall(3)tcOrema 2 mengllasilkall relasi,

h(n) =0; h(b) = 4;h(c) =r
Diperoleh i.elasi:

a=e;b3=e;ca:b

Jadi presentasi dari p adalah,

< a1,b1,, yrlo = e;b3 = €;ca = b >

Contoh 13:

Kita bangun subgroup fuzzy p d.ari Z' yang berbeda dengan pada
contoh 72, yaitu sebagai berikut:

s:demikian hingga

:,-zz\ presentasi.

Conto■  __ =_

∀χ∈Z12'ρ
(χ)=

Kita akan mencntukan prcsentasi dari 
ノて
')・

HL:/争

島 ={01′ 61}り Xl={′ /b}

亀=2%〕 りL=lal

鼈=但%}′残 =ν}
77Zブ :χ →島dcngall

7771(α)=01,7771(b)=61

77Zlる
(ε)=2%

ηZ%(″)=1ち

シbχ ttata期

:rrη
f7Zたχy′ 7zgルガ77
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- : -:. :- :r-nJ8na p.
-,:*-i:.*:_tri teorema 2, maka ada homomorfisma yang tunggal
- - ier(/z) * Zr,r. Kernel dari h memberikan relator dari

-,=::..:rkan (3) teorema 2 menghasilkan relasi,

' : = 0; h(b) = 6; h(c) = 2;h(d) = 1.

sedemikian hingga

fuzzy presentasi.

l.-:eroleh relasi:

.; = C; b2 = C; Co = e =b2 ) 1172 = e :C6

-{tau:

tl =e;b2=e;C3=b;d2=c

Jadi presentasi dari p ad,alah,

<at,b1,c1,t\1la=e;b2 = €)c3 =b;d2 =c>
23

Dengan memperhatikan hasil paca contoh',rr,72dan 13, kita peroleh bahwa
I t^

\s,t,ulsz =?,s=t?,t=,,r)- . b,clbt =e;ca =b> dan

lb,c,alU' = e;c3 =b;d2 =c > ketiganya merupakan presenta si dari 2.,r.
Dengan Transformasi Tietze dapat kita tunjukkan bahwa ketiganya adalah ekuivalen
dalam afii yang satu dapat diperoleh dari yang lain dengan melakukan transformasi
T ietze sebanyak hingga.
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ⅣIETODE LIKELIH00D LOKAL DENGAN PEPIBOBOT ttR「 ELPADA REGttSI NONPARAルIETRIK DENGAN IIESPoN NORゝ IAL

Toha Saiflldin
Dcpaiemen Matematik,Fakultas Sdns dall Telmo10gi,Uni、 rersit、 ■ ri■1こ ga

ABSTRAK

Modd regrcsi nonparamcttik berbcntukッ プ=s∈′)+ら ,unttlk i=1,2,…っn
dengan sなフadalah hngsi halus.Bel■ lacaln― macaln metOde pendugaan model rcgrcsi
nonparanletrik tclah dikcmbangkan 01ch para peneliti.Kebanyakan metOdc pcndugaan

yang digullこ kan lllenlpakall metode bebas distribusi.Dalalll paper ini kami bcltttuan

untuk nlendar■ lkan penduga mOdcl rcgrcsi nonparametrik menggunakan nletode
berbasis distibusi v■ i■ likelihOOd 10kal denganわ embobot kemel》‐ang ditcrapkan「こピュ
respon bcrdistribusi■ EI■1■ 1

Kata kunci: reresi・ [・
==■
I=1■■1^ri二ご5i l■:■i l」 i=lil[:il[::■ i ■

=■
li[し [1::=二

=:

PENDAHILL A｀

Pcllclitiall tcntang =■ _is15 r=ご
=s: 
こ[二 Iri二

=rip 三 =■ f三 二三  ==■ I=二 ]三 ミ三

yang pcsat.Hal terscbut diseri3.1三
二
=11,こ =二

I■■r==1-(11-・ 二 I=I^‐ ~「 は■― ■ミinsi

mengenai bcntuk da五  inⅢ l Iこ J=Si = 二
=二
:嗜― 、・■ i=圭 lillils 

「
こ」こ ここモi St=IPel

こユニーメーー
=主「

■1■
=こごご
三二
=IL三 二 1こ こcIIttan baik.secara

untuk lllcnca五 bcntukうingsil

umunl lnodcl rcgresi no■
「
こr==‐ ~二

=1■
ri=そ 二]■i risI.I二  ここ二三ュn Sam prcdiktOr dapat

dinyatakan sebag‐di

l =」 l fr .― J i=l_1. .テ ,               (1)

dcnganッ′adalah nilai peubah resr~〔 二 l.■‐ ■三ュi■‐ ■::こ i reubah prediktor X, ε, adalah

galat nlodcl dengan mean o dan l.,―・―s rf、  三ュニ ∫rI′ adalah ingsi regrcsi yang

bentuhlya tidak dikctttlui(Hardlc.19,OI

ｒ
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