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Abstrak: Pada tulisan ini pertama sekali akan diuraikan definisi dasar tentang group
bebas, presentasi dari suatu group, subgroup fuzzy dan transformasi Tietze beserta
contoh-contohnya. Selanjutnya akan diuraikan cara menentukan presentasi lain dari
suatu group dengan membangun subgroup fuzzy dari group itu. Disamping itu dengan
menggunakan transformasi Tietze dapat ditunjukkan bahwa presentasi itu adalah
ekuivalen, dalam arti bahwa yang satu dapat diperoleh dari yang lain dengan melalukan
transformasi Tietze sebanyak hingga.

Kata kunci: group bebas, presentasi dari group, gﬁenerator, relasi, transformasi tietze.

A. Pengantar

Group Bebas

Misalkan I adalah himpunan indeks, X = {x;|i € I} adalah himpunan simbol (alphabet),
T ={x;"[iel} adalah himpunan berasingan dengan X dan S=XuU X, Kita

definisikan 5 sebagai himpunan dari semua barisan hingga dari symbol-simbol di S,

termasuk barisan kosong. Anggota dari S* disebut dengan kata atas S.

Definisikan relasi < pada S sebagai berikut.

Vx,yeS",x <y jika dan hanya jika x dapat diperoleh dari y dengan
melakukan sebanyak hingga “insersi” dan/atau penghapusan subkata berbentuk ™
atau x,7'x,, dengan i€ [ . Dapat kita tunjukkan bahwa < adalah relasi ekuivalensi pada

~

Kata vang tidak memuat subkata berbentuk x,x,™" atau x;”x; disebut kata tereduksi.

Misalkan [a] menotasikan klas ekuivalensi yang memuat « €S . Misalkan
={la ] a € S} . Definisikan operasi biner pada IV sebagai berikut:

7[a],[Ble W ,[«][B]=[apB]. Dapat kita tunjukkan bahwa VW dengan operasi
itu membentuk group. Group itu disebut group bebas atas X dan dinotasikan dengan
Tf Y
F(X).

Proposisi 1. Setiap group adalah isomorfik dengan suatu group bebas.
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Bukti. Diberikan sebarang group G. Misalkan X adalah generator dari G. Misalkan
pula u:KX)>G perluasan dari “inklusi” n:X -G, maka Im(u)=G, karena

G=(X). Jika K=Ker(1), maka berdasar teorema isomorfisma kita peroleh

}
o

B. Presentasi dari Group

Teorema. 1. Misalkan B={g, |i € I} membangun group G dan misalkan X = {x, iel}
adalah himpunan alphabet, maka fungsi m : X — B dengan mx.)= 2. 7x, eX
memperiuas suatu epimorphisma E(x):F(X) — G dengan m([x])=m(x), ¥xr< X .

Suk: [lihat John Mordeson, Kiran R Bhutani, A Rosenfeld : 2005]

Definisi 1. Anggota-anggota X (pada teorema 1) disebut “generator Ppendefinisian”

dari G. Dengan teorema isomorfisma group kita dapatkan G ismorSk dengan
F(X)/Ker(m). Dengan demikian anggota-anggota group G dapat ditenmukan “up to

isomorphism™) dengan mengidentifikasi anggota-anggota X dan kemel das .
Ker(m) dapat diidentifikasi dengan mengambil subset S dari Ker(m) yang “normal
closure”nya adalah Ker(m). Misalkan R adalah himpunan semua kata tereduksi & S
maka R disebut “relasi pendefinisian” dari group G, Group(X,R) disebut dengan
“presentasi dari G,

== = -

Group G =< X|R > disebut dipresentasikan secara hingga jika X dan R adalah
himpunan finit.

Seringkali R pada <X|R> ditulis sebagai kesamazn R=e¢. artinya
r=elreR}.  Relasi pendefinisian  kadang kala berbentuk a=p" dengan

@, B € F(X) untuk menyatakan relator aft.

Contoh 1: G= <a,b,a3 ,bz,a‘lb‘lab> adalah presentasi dari group berorder 6.

X ={a,b} adalah generator and R = {aa,bz,a‘lb‘lab} adalah relasi.
Masing-masing relator mempunyai arti 4° e,b>=e, a'bab=e¢. Relator
terakhir ekuivalen dengan ab = by .

Dengan menggunakan relasi itu, kita peroleh G sebagai berikut.
G={e,a,a’,b,ab,a’b} 7

G isomorfik dengan Zs. Seringkali kita katakan bahwa

‘;‘ a, b

a,b?, a‘lb‘lab> adalah presentasi dari Z, .

~_/ 2 _~1,2 ;-1 3\
Contoh 2: L;:.{s,z‘,ufs LSt 1u3)
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= isomorfik dengan Lo =

G= (s, t, ulsz,s‘ltz,t_1u3> adalah presentasi dari Z,, .
Camtoh 3: (x, ylx‘*, y?, (xy)2> adalah presentasi dari group dihedral berorder 8.

Frupesisi 2. Setiap group mempunyai presentasi.
Sukii. Misalkan G adalah sebarang group, X € G adalah generator dari G dan

~:5(X)— G adalah homomorphisma seperti pada proposisi 1. Maka G = <X ’Ker( y)> .

C. Transformasi Tietze

Berikut ini édalah transformasi Tietze.
Let P= <X [R> adalah presentasi dari suaty group.

1 Jika S dapat diperoleh dari elemen R, maka masukkan §
menjadi relator.

Jika K adalah kata pada X dan y tidak dj X, maka masukkan yke

dalam himpunan generatot dan masukkan y7'K atau ¥Y=K ke
T4=(13)"

dalam himpunan relasj.
Proposisi 3: Diberikan dua presentasi finit dari Suatu group yang sama, maka yang satu
dapat diperoleh dari yang lain dengan melakukan transformasi Tietze sebanyak hingga.

Bukti: [lihat : D.L, Johnson]

Contoh 6:

Dengan transformasi Tietze akan ditunjukkan bahwa <a,b[a3,b2,a‘1b“lab> dapat

diperoleh darj <tlt6>.
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a=£.,b=1 = agba'p’! =1

———Il——><t, ab:t’,a=r b= z‘z,az,b3,aba_lb_l>

Sekarang kita mempunyai dua generator baru @ dan b dan tiga relator. Sehingga kita
dapat memulai dengan menghapus generator dan relator yang tidak diperlukan.

<f,a,b S a=1b= tz,az,b3,aba‘lb’1>

a=t,a"=1= %=1

L><r,a,b:azﬁ,b:ﬁ,az,biaba-lb*‘)

a:t3,b=t2:>t=ab_1’

—T-‘—><a,b ‘a= (’azﬁ)“,b = (ab—‘}z,az,b‘,aba-lb‘l}

Q

a,b:a ;{ab"l)g,b = (ab"l)z,a23b3,aba*lb_l> |
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e

@=L =laba'b =l a= (‘?’bw} )

—;><a,b vh= (ab_l )“ ,az,b3,aba_'bl>

a’=10" = Laba B =lash= (ab'"} )2

—T4—><a,b : az,b3,aba_1b_l>

Contoh 7: Dengan transformasi Tietze , akan ditunjukkan bahwa < ,bla®,b°,aba”'b”’ >

dapat diperoleh dari <t|t1°> )

<t:t1°>i3><t,a:t1°,a =t5> :

a=l‘5,t1°=l:>a2=1

—)t,at ,a2>

& 2 ,10 5
Sltab:ta=1,d b—t> b=21"=1=b" =1

o 5 2 1 1
Sltab:a=1,a",b=1 b> a=0,b=1"=aba'b' =1
T1

tab: ' a=1,a*,b=1,b",aba’'b” >; a=la==1"=1

t,a,bra=1,da’ b_t b, aba™'b > a=0b="=>t=ab?

z
-

N

a,b:a=(ab?y,a*,b=(ab?)} b’ ,aba”'b™);
a* =10 =1,aba”'b™ :1:>a=(ab_2)5

72

—(a,b:a*,b=(ab?).b’,aba”'b" i F
a*=1,b"=laba'b" =1=>b=(ab”*)’

T2

—><a,b : az,bS,aba"lb‘1>o
Contoh 8: Perhatikan group
T=(xyz:x=yzy " y=2xz",z= ).

Dengan menggunakan dua relator yang pertama untuk mengehmmam z, kita peroleh

x=y(xyx Yy, y = (eyx T )a(ayx )
& XYX =Yyxy, yxy =xyx

W

658 Prosiding Seminar Nasional Matematika Dan Pendidikan Matematika, 20 Juni 2009




Kita perhatikan bahwa dua relator yang pertama adalah ekuivalen dan kita peroleh
group
B= <x, yixyx= yxy> 2

Dapat kita tunjukkan bahwa <s,t,u sEse Y > dan <b,(::b3 ,b"c*) keduanya
adalah presentasi dari Z,, .
<x,y : x4,y2,(xy)2> R <w, X, V,Z: w’lxy, 24,y2,x_lzz,z’1y_lz3y> 5

-1_3

< v,z,t:y 'z, 2t P 27 t> , semuanya adalah presentasi dari group dihedral berorder
8. " ’

D. Subgroup fuzzy

Definisi 2. (Yunjie Zhang). Misalkan G adalzh group. Sebarang fungsi u:G—[0,1]
disebut “subset fuzzy” dari G.

Subset fuzzy p dari G disebut subgroup fuzzy dari G jika memenuhi,

(1) p(x,y) 2 min{u(x), u(y)}, ¥x,y G.

(@) p(x™)2 u(x),VxeG,

Jika u subgroup fuzzy dari G dan e adalah elemen identitas & G. mak= -

p(e) = pu(ex) 2 min{u(x), u(x )}, Vx e G
pi(e) = p(xex™) 2 min{u(x), p(x)}, Vx e G
ule)= u(x),vx eG.

Contoh 9: Perhatikan group (Z, ,+, ., ). 1:Z4—>[0,1] sebagai berikut:
#(0)=1, u(1) = p(3) = 0.4, u(2) = 0.6.

u merupakan subgrup fuzzy dari Z,. :

Contoh 10: Diketahui G=(R\{0},x ) merupakan group. Definisikan pemetaan
p: R\{0} —[0,1] sebagai berikut :

4 adalah subgroup fuzzy dari G.

Definisi 3: [John Mordeson, Kiran R.Bhutani, A Rosenfeld ]
Misalkan u adalah subgroup fuzzy dari G dan misalkan J<[0,1]. Koleksi

{B, {i € [} dari himpunan tak kosong “subset-subset” dari G, disebut membangun u jika

memenuhi kondisi berikut:

- D000 T R ——
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we)e]dan e e Bu(e) » dengan e adalah elemen identitas dari G.

2) Untuk setiap Yuzzy singleton” x, € Gpdan setiap
1€],x, € B, menyebabkan # = XY =1,

(3) Untuk semua xe G, ada sebanyak hingga X1, Xy,.00, X, € foOt

(u oy ) sedemikian hingga x = Hj-;k xf(j), dengan £(j) e {1,-1} .

Teorema 2. Misalkan {B. ]ze J} adalah pembangklt subgroup fuzzy o dari G.

Misalkan kondisi berikut dipenuhi:

{Xilz €]} adalah koleksi saling lepas dari himpunan-himpunan simbol
sedemikian hingga untuk semua i € |, ada bijeksi m;: X; > B,.

2) X=u, ; X, dan m:X>G adalah fungsi yang didefinisikan oleh
m(x) = foot(m,(x)), dengan x € X,

maka ada epimorfisma yang tunggal : F(X) — G sedemikian hingga memenuhi

pernyataan berikut,

) h([x]) =m(x) untuk semua eX
4) h(f(X;T,t))=v, dimana T = {v(m(x))[xe X}dan t=1(e).
Bukti: [Lihat : Murdeson]

Presentasi dari Subgroup Fuzzy

Misalkan 4 adalah fuzzy subgroup dari G dan misalkan N adalah subgroup
normal dari G, Fuzzy  subset My dari G/N dengan 4 (xN) =
maks{ ,u(y)]y € xN} adalah fuzzy subgroup dari G/N . My kita sebut pembagian 4

oleh N.
Misalkan v adalah “subgroup Juzzy” dari G dan mlsalkan {B, ]ze /i adalah

pembangkit v. Ada koleksj {X, [1 € J} dari himpunan simbo]- simboi dan ada koleksi
dari fungsi-fungsi {m :X, - B, !z €], kondisi(1)dan (2)teorema?2 dipenuhi }.

#y dan L isomorfik [bukti lihat :John Mordeson, Kiran R.Bhutani, A Rosenfeld ]
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Oleh karena itu, mengidentifikasi subgroup fuzzy v dari G (up o isomorphism) dapat
diidentifikasi {X, lie]} dan N =Ker(h). N dapat diidentifikas; dengan menggunakan
subset S dari N sehingga “normal closure”nya adalah N. Misalkan B adalah himpunan
yang anggotanya adalah merupakan anggota N yang tereduksi, maka v dapat
dispesifikasi dengan <Xi ’i e] ,R). Pasangan ( X z €J.E) mi dissbut dengan
“presentasi” dari v.

Karena F(X)/N (domain Hy ) isomorfik dengan G (domain ) mai= presentasi dari

subgroup fuzzy v menghasilkan presentasi dari G.

Dengan demikian, setiap membuat fuzzy subgroup dari group Gkemudiz ki cari
presentasinya maka kita akan menghasilkan presentasi dari group G.

Contoh 11 :

Misalkan subgroup fuzzy pdari Z,, sebagai berikut:

1 jikax =0ataux =6

VxeZ,, p(x)= %jikax=3ataux:9

% untuk x yang lain

Kita akan menentukan presentasi dari p .
11
=4l =),
Je=d 2’3

Kita bentuk koleksi pembangun p yaitu {B.lie]J} dan koleksi {X;|ie J}yang

memenuhi teorema 2.
B = 10,6}, X, ={z,s}

B% = {3%}/ X% ={t}
B% = {1%}/ X% ={u}

Untuk setiap 7 € J,m, : X; — B, dengan
m,(2)=0,,m,(s) =6,

my(2)=0,,m,(s) =6,
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_— s = _—
me 5 =3., dan m. ,(u)=1
=5, dan my, (u)=1,,

(|

%) adalah group bebas pada X =u,_ X .

L= (B ie]} merupakan pembangun p. Berdasarkan teorema 2, maka ada
Jomomorfisma yang tunggal sedemikian hingga F(X)/ker(h)~Z,,. Kernel dari h
me=berikan relator dari fuzzy presentasi. Berdasarkan (3) tcorema 2 menghasilkan

r=lasi,

h(z)=0,h(s)=6,h(t)=3 dan h(u)=1.

Akibatnya kita peroleh relasi,

z=e,8°=¢,s=1,t=1°,

Jadi subgroup fuzzy p mempunyai presentasi

_ 2 __ 42 B
<zl,sl,t%,u%lz—e,s =e,s=t",t=u >

Contoh 12:
Kita bangun subgroup fuzzy p dari Z,, yang berbeda dengan pada contoh 11, yaitu

sebagai berikut:
1, jikax €{0,4,8}

VxeZ.,, xX)=
%> PO %,untukxyanglain

Kita akan menentukan presentasi dari p .
1
={1,=
=115}
B, ={0,,4,} ;X,={a,b)
B% = {1%} ;Xl/z ={c}
m; : X; — B, dengan
my (a) =0, sy (b) =4,
m, (@)= 1%

{B,} adalah penjana p .

- ) : iv -
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Berdasarkan teorema 2, maka ada homomorfisma yang tunggal sedemikian hingga

K(X)/ker(h)~Z,,. Kernel dari K memberikan relator dari fuzzy presentasi.
Berdasarkan (3) teorema 2 menghasilkan relasi,
h(a)=0; h(b) = 4;h(c)=1
Diperoleh relasi:
a=e;b’=e¢;c*=p
Jadi presentasi dari ,0 adalah,
<a,b,,c .a e;b’=e;ct=b>

Contoh 13:

Kita bangun subgroup fuzzy p dari Z,, yang berbeda dengan pada contoh 11 dan

contoh 12, yaitu sebagai berikut:

1, jikax € {0, 6)
VxeZ,, p(x)= % jikax < {2,4,8,10) |

% untuk x yang lain

Kita akan menentukan presentasi dari p .
11
= 1/_/_'
J=1.3.3)
B, :{01/61} ; X, ={a,b}
=12} X, = ()
=1y} X, ={d
m, :Xi — B, dengan
m, (a) = 0, ;1 (D) =6,

my (c)= 2/2

My (d) =1,
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3 | adalsh penjana p .

Serlaserian teorema 2, maka ada homomorfisma yang tunggal sedemikian hingga

xer(h)~Z,. Kernel dari h memberikan relator dari fuzzy presentasi.
Serdasarkan (3) teorema 2 menghasilkan relasi,
22)=0; h(b)=6; h(c) = Zehl{d)y="1
Diperoleh relasi:
=g b =e;c®=e=p% 4% = p= 5
Atau:
a=¢; b =e¢; A=b;d?=¢
Jadi presentasi dari p adalah,
<”1/b1/‘7yd1 ’a =e;b’=e;c° =b;d® =c>
2 3

Dengan memperhatikan hasil pada contoh'11, 12 dan 13, kita peroleh bahwa
<s,i.‘,u's2 =e,s=1°, =u3> , <b,ci b>=e;c*=b> dan
<b,c,d ' V=e;c®=b:d?=c> ketiganya merupakan presentasi dari Z,.

Dengan Transformasi Tietze dapat kita tunjukkan bahwa ketiganya adalah ekuivalen
dalam arti yang satu dapat diperoleh dari yang lain dengan melakukan transformasi

Tietze sebanyak hingga.
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METODE LIKELTHOOD LOKAL DENGAN PEMBOBOT KERNEL
PADA REGRESI NONPARAMETRIK DENGAN RESPON NORMAL

Toha Saifudin
Departemen Matematik, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Airlangga

ABSTRAK

Model regresi nonparametrik berbentuk yi=s(x)+s, utuk i = 1, 2, oip 00

dengan s(x;) adalah fungsi halus. Bermacam-macam metode pendugaan model regresi
nonparametrik telah dikembangkan oleh para peneliti. Kebanyakan metode pendugaan
yang digunakan merupakan metode bebas distribusi. Dalam paper ini kami bertujuan
untuk mendapatkan penduga model regresi nonparametrik menggunakan metode
berbasis distribusi vaitu likelihood lokal dengan pembobot kernel vang diterapkan pada
respon berdistribusi normal.

Kata kuneci : regresi nonparamesik. fungsi halus, likelihood lokal, pembobot kernel

PENDAHULUAN

Penelitian tentang analisis ges nonparamcink mengalami  perkembangar
yang pesat. Hal tersebut disebabkan metod= Donparameink tdak membutohkan asumsi

mengenail bentuk dari fungsi regresi. dan memterian Deksbilitas pada data sampel
untuk mencari bentuk fungsional yang dapat menggambarkan data dengan baik. Secara
umum model regresi nonparameirik antar= peudzh respon dengan satu prediktor dapat
dinyatakan sebagai

y.=s\x,+e£,,i=12__n. (1)
dengan y; adalah nilai peubah respon Y., x; adalah nilai peubah prediktor X, g, adalah
galat model dengan mean 0 dan varians o~ . dan s(x;) adalah fungsi regresi yang

bentuknya tidak diketahui (Hardle, 1990).
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